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Abstract

In zahlreichen Ingenieursdisziplinen wird die Netzwerkanalyse ein-
gesetzt, um Systeme wie beispielsweise elektrische Schaltungen,
hydraulische Anlagen, pneumatische Systeme und mechanische
Schwinger zu modellieren. Dieser Ansatz ermdglicht eine fundierte
numerische oder analytische Bauteilauslegung, Parameteropti-
mierung und eine Analyse des Energieflusses. Der Artikel gibt einen
kompakten Uberblick (ber die grundlegenden Methoden zur Mo-
dellbildung und Berechnung mithilfe konzentrierter Elemente und
veranschaulicht deren Anwendung in verschiedenen physikalischen
Domdnen. Ein Fokus liegt auf der Entwicklung elektromechanischer
Analogien, die eine Ubertragung von Lésungsansdtzen zwischen un-
terschiedlichen Disziplinen erlauben. Hierbei wird insbesondere auf
die Modellierung mechanischer Systeme anhand elektrotechnischer
Methoden eingegangen. Dieser Artikel fasst zentrale Inhalte der
Antrittsvorlesung des Autors zusammen und beleuchtet die Anwen-
dungsmdglichkeiten und Grenzen der Netzwerkanalyse in ingenieur-

wissenschaftlichen Fragestellungen.

1. Kurze Einfiihrung in die physikalische Modellbildung

Urspriinglich wurden Analogiebetrachtungen verwendet, um elek-
trische Phanomene zu beschreiben, noch bevor die Methodik der
Netzwerkanalyse vollstéandig entwickelt war. Bereits im 19. Jahrhun-
dert nutzte C. J. Maxwell solche Analogien erfolgreich. Spater stellte
sich heraus, dass mit Hilfe von Netzwerkanalyse-Methoden wie dem
Kirchhoff‘schen Knoten- und Maschensatz auch komplexe Probleme

aus anderen physikalischen und technischen Bereichen modelliert

Network analysis is widely used in various engineering disciplines
to model systems such as electrical circuits, hydraulic installations,
pneumatic systems, and mechanical oscillators. This approach en-
ables well-founded numerical or analytical component design, pa-
rameter optimization, and energy flow analysis. This article provides
a concise overview of fundamental methods for modeling and calcu-
lation using lumped elements and illustrates their application in dif-
ferent physical domains. A particular focus is placed on the develop-
ment of electromechanical analogies, which facilitate the transfer of
solution approaches between different disciplines. Special attention
is given to the modeling of mechanical systems using electrical engi-
neering methods. This article summarizes key aspects of the author’s
inaugural lecture and examines the possibilities and limitations of

network analysis in addressing engineering challenges.

werden konnen. Ein Meilenstein war die Entwicklung der Theorie elek-
trischer Netzwerke durch Kirchhoff und Helmholtz und die Einfiihrung
linearer Naherungen zur vereinfachten Beschreibung technischer An-
forderungen. Eine grundlegende Zusammenfassung dieser Analyse-
und Syntheseverfahren wurde erstmalig von Cauer in seinem Werk
"Theirie der linearen Wechselstromtechnik" (Cauer 1954) dargestellt.
Gleichzeitig entwickelte sich die Signal- und Systemtheorie fiir lineare

Systeme, die erstmalig von Kiipfmiiller 1952 veroffentlicht wurde.



Im Zentrum der Systemtheorie steht das Konzept der konzen-
trierten Elemente, die als punktuelle ,,Blackboxen® fiir Bau-
teile dienen. Diese Elemente modellieren ndaherungsweise das
physikalische Verhalten. Ein Beispiel: Typischerweise wird die
rdaumliche Ausdehnung eines massebehafteten Kérpers auf den
Schwerpunkt - also einen einzigen Punkt - reduziert, bei dem die
Reaktionen auf Beschleunigungs- und Tragheitskrafte betrachtet
werden. Fiir Effekte wie Rotation und Verformung sind hingegen
komplexere Modelle erforderlich, da diese von Form, Lage und
Tragheitsmomenten abhangen. Ein weiteres Beispiel ware der
elektrische Widerstand eines elektrisch leitfahigen Korpers. Er
wird ebenfalls auf einen linearen Zusammenhang R=U/I redu-
ziert. Die exakte raumliche Leitfahigkeitsverteilung spielt fiir das

konzentrierte Element keine Rolle mehr.

Konzentrierte Elemente lassen sich zudem zu Netzwerken verbin-
den, etwa in Form elektrischer Schaltungen, hydraulischer Netze,
Warmelibertragungssysteme oder akustischer Strukturen. Jedes
Element besitzt Eingangs- und Ausgangsgrofen, die als Trans-
port- oder FlussgroBen sowie PotentialgroBen im Sinne eines
Gradienten beschrieben werden kénnen. Ublicherweise werden

konzentrierte Elemente als Zwei- oder Vierpole dargestellt.

Der Quotient aus Potential- und FlussgroRe definiert das charak-
teristische Verhalten eines Elements, wie es z. B. der elektrische
Widerstand R=U/I verdeutlicht. Hier stellt die Spannung U die Po-
tentialgroBe (als Gradient des elektrischen Feldes) dar, und der

Strom I dient als FlussgroRe.

Weitere Beispiele

Eng verwandt mit den elektrischen Netzwerken sind thermische
Zusammenhange, die ebenso als Netzwerk konzentrierter Ele-
mente modelliert werden kénnen. Der thermische Widerstand
Ri=A9Qu wird als Quotient aus Temperaturdifferenz A9 (thermi-
sches Potential) und Warmefluss Q aufgefasst.

Als Beispiel aus der Mechanik sei eine Federwirkung, d-=Ax/F
angefiihrt. Dabei ist d die Federkonstante, F die Kraft (Flussgro-
Re) und Ax die Wegdifferenz (PotentialgroRe).

Leistung und Energie

Es ist sinnvoll, die Potential- und Flussvariablen in einem Netz-
werk aus konzentrierten Elementen so zu wahlen, dass sich die
Leistung, bzw. Energie, in dem betrachteten physikalischen
System aus dem Produkt aus PotentialgroBe und FlussgroBe
ergeben. Die gewdhlten Variablen sind leistungskonjugiert.
Also P, =U - I fiir elektrische Elemente oder auch Pech =F - v (bzw.

Winech =F - As) fiir die mechanischen Domane.

1.1 Bedingungen fiir die Anwendung konzentrierter Elemente
Damit konzentrierte Elemente in einem topologischen Netzwerk
zur Anwendung kommen konnen, miissen bestimmte Bedingun-

gen gelten:

Topologische Konsistenz

Das vorliegende Problem kann in unabhéangige und diskrete, also
verteilte, Elemente zerlegt werden, welche liber Verbindungen
Informationen (FlussgrofRe) austauschen. Beispiele sind elektri-
sche Schaltplane, gekoppelte mechanische Anordnungen oder
hydraulische Netze, in denen sich die unterschiedlichen Funktio-
nen, Wirkungsweisen oder Effekte als unabhangige Bauteile dar-

stellen lassen.

Charakteristische Lange

Die charakteristische physikalische Ausdehnung L. <<« 2 als eindi-
mensionale Lange von konzentrierten Elementen ist viel kleiner
als die Wellenlange (elektromagnetische Welle, Schall-Welle, usw.)
des betrachteten Phanomens. Als Faustregel sollte das Verhaltnis
Lc/c < 0.2 sein. Beispiel: Ein Prozessor (Intel Core i7-980X) hat ei-
nen maximalen internen Takt von 3.6 GHz. Damit der Systemtakt

tiberall als synchron gelten kann, darf die typische Grée des Chips

2
L.<02-c-f<16.7mm

sein. Laut Datenblatt betragt die Chipflache A = 248 mm?, was in
etwa einer (quadratischen) Kantenldnge von 15.75 mm entspricht.

Linearitat

Der Zusammenhang zwischen Potential- und FlussgroRe ist linear,
oder lasst sich entsprechend linearisieren. Komponenten, die sich
als gewohnliche Differentialgleichung darstellen lassen, werden
durch eine Laplace-Transformation linearisiert. Alle Methoden
der elektrischen Netzwerkanalyse kénnen dann weiterhin ange-
wendet werden. Als Beispiel kann die elektrische Spule mit der
Induktivitat L benannt werden. Das Klemmenverhalten lasst sich
durch die Differentialgleichung U(t) = L - dI /dt beschreiben. Im
Laplace-Raum entspricht dies L(U(t))=s - L, dem linearen Produkt
von s mit der Induktivitat. Bei diesem mathematischen Verfahren,
hier durch den linearen Operator L( - ) der Laplace-Transformation
gekennzeichnet, werden unteranderemalle Differentialoperatoren
(d/dt— - s und [ dt— - 1/s) durch die komplexwertige Variable
s = § + jw entsprechend ersetzt (Doetsch 1976; Lunze 1991), mit
w = 2xf als Signalfrequenz. Die Konstante j = \/-1 steht fiir die
komplexe Einheit. Ein System aus Differentialgleichungen lasst
sich so als lineares Gleichungssystem umformulieren und ist nun
einfacher zu l6sen als das System gewdhnlicher Differenzialglei-
chungen. Alle gewahlten Komponenten entsprechen dabei den
Anforderungen eines ,linearen zeitinvarianten* (LTI) Systems, sie-

he hierzu bspw. Hoffmann 1998.
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Kirchhoff'sche Regeln

Die Kirchhoff'schen Regeln gelten sowohl im Zeitbereich als auch im
transformierten Laplace-Raum sinngemaRB. An einem Knoten ist die
Summe aller FlussgroRen null (Knotensatz) und in einer Masche (ge-
schlossener Pfad) sind die PotentialgroBen null. (siehe dazu Lunze
1991)

Kopplung zwischen Domé&nen

Mit Hilfe von 4-Polen oder entsprechenden Ersatzschaltbildern
(Netzwerken) bestehend aus konzentrierten Elementen, lassen
sich auch unterschiedliche Doménen koppeln. Auf diese Weise
werden Sensoren und Aktoren modelliert, bei denen eine Energie-
umformung stattfindet. Prominente Beispiele sind Drucksenso-
ren, Ultraschallwandler, Lautsprecher, StoRdampfer, elektrische

(Peltier-) Kiihlsysteme uvm.

I F

o—p— ——p—O0
U Transducer v
O—<4— ——<4—O

I F

a) 4-Pol Bild eines Elektromagnetischen Umformers
=1 2l [F]
I Zy1 Zz2l IF

b) Matrixdarstellung
Abbildung 1: Beispiel eines Transducer-Schemas

Grenzen der Methode und Ubergang zur FEM

Wenn die moglichen Komponenten nicht ideal sind, also L. x A oder
sich die Stoffeigenschaften, Fluss- und PotentialgréfRen raumlich
nicht homogen verteilen (Dichte-, Leitfahigkeitsverteilungen, usw.),
so ist es oft hilfreich, die geometrische Domane, bspw. die ,,Einzel-
komponente, aus mehreren Teilen zusammenzusetzen. Diese Zerle-
gung fiihrt schlieBlich zu einem Netzwerk ,,Finiter Elemente, welche
so klein sind, dass jedes einzelne wieder als lineares konzentriertes

Element gerechnet werden kann.

Eine prominente Anwendung der Finite Elemente Methode (FEM) sind
die mechanischen Probleme, in denen die Verformung von Kérpern
als Reaktion auf Krafte interessiert. Hier sei der ,,Biegebalken* als ty-
pisches Beispiel fiir eine Krafteinwirkung auf einen Balken angefiihrt.
Die Losung gelingt, indem die Geometrie in ein Netzwerk von konzen-
trierten Elementen zerlegt wird. Jedes dieser Gitterelemente wird

durch einfache Gleichungen beschreiben (z. B. Hook'sches Gesetz)

und interagiert mit allen benachbarten Elementen. Die Losung eines
solchen Netzes (Gleichungssystems) von konzentrierten Elementen
erfolgt meist numerisch, also iterativ, mithilfe spezieller Algorithmen.
Eine analytische Losung durch Netzwerkanalyse gelingt nur noch in

wenigen Féllen.

Sind die Elementeigenschaften von weiteren Variablen abhangig, z.B.
Zeit t, Ort X, Temperatur 9, bzw. nicht linear oder implizit gegeben, so
gelingt die Berechnung derart komplexer Netzwerke nur noch iterativ
mithilfe einer Simulation. Bekannte Softwarepakete heiBen: ANSYS,
COMSOL, NASTRAN, Elmer, z88, welche auch die Verkniipfung von
verschiedenen Physikdomanen miteinander zulassen. Ein klassisches
Beispiel ist die erzwungene Konvektion an Kiihlkorpern, bei welcher
der Warmetransport in Verbindung mit einer Fluidstromung beschrie-

ben werden muss. FEM als Methode ist hier nicht weiter Gegenstand.

2. Elektromechanische Analogien

Fiir die Entwicklung einer Analogie werden Variablen in einer Doma-
ne (bspw. ,Elektrotechnik®) benétigt, deren mathematische Form
der Komponenten mit der einer anderen Domane, bspw. ,,Mechanik®,
identisch sind. Dabei gibt es meist mehrere Moglichkeiten die Analo-
gie zu definieren. Ziel ist es, die erprobten Methoden und Lésungen

der einen Domane auf Systeme einer anderen zu iibertragen.
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Abbildung 2: Systematik der Netzwerkelemente
(aus: Ballas, Pfeifer & Werthschiitzky 2009)



Mechanisch Akustisch Elektrisch
Translatorisch Mechanisch
FlussgroRe Kraft Drehmoment Druck Strom
Potentialgrofe Geschwindigkeit Drehzahl Volumenstrom Spannung

Tabelle 1: Beispiel von Mobilitatsanalogien F ~ v, (Auszug nach Ballas, Pfeifer, und Werthschiitzky 2009; Busch-Vishniac 1999)

Eine Systematik der moglichen Domanen ist in Abbildung 2 gege-
ben. Hier sind jeweils die reduzierten Komponenten, wie zum Bei-
spiel ,Widerstand“ (R), ,,Dampfer*, usw., und die dazugehérigen

Potential- und FlussgroRen dargestellt.

Fiir die weiteren Betrachtungen wird die elektrische Domane als
Referenzsystem gewahlt. Grundsatzlich gibt es verschiedene Ana-
logieklassen: (i) die Impedanzanalogie (auch Maxwell-Analogie),
in der Kraft und Spannung, F < U, analog wirken. Hier sind die
mechanische, akustische und elektrische Impedanz vergleichbar,
aber nicht die Netzwerktopologie. Das mechanische Netzwerk ist
anders angeordnet als die elektrisch analoge Schaltung. Bei der
(ii) Mobilitatsanalogie (Firestone-Analogie), wirken die mechani-
sche Kraft und der elektrische Strom F « I dhnlich. Hierbei bleiben
Netzwerktopologien erhalten. Allerdings sind beim Energieaus-
tausch zwischen zwei Doménen (also Aktoren und Sensoren) die
ndtigen Impedanzen nicht mehr vergleichbar. Es gibt noch weitere
Klassen, die aber nur eine untergeordnete Rolle spielen. Weiter-
filhrende Beispiele und Ausfiihrungen sind in Ballas, Pfeifer, und
Werthschiitzky 2009; Lenk, Pfeifer, und Werthschiitzky 2001 be-

schrieben.

3. Feder-Masse-Schwinger

Anhand eines einfachen Beispiels, dem Feder-Masse-Schwinger,
soll die Vorgehensweise der Netzwerkberechnung mit elektrome-
chanischen Analogien exemplarisch aufgezeigt werden. Ziel ist
es ein Netzwerk von Komponenten, also eine Art Schaltung, zu
erstellen, daraus ein System von Differentialgleichungen abzulei-
ten, und schlieBlich das Frequenzverhalten zwischen Anregung

und Systemreaktion zu skizzieren.

Damit die Verschiebung einer Masse m beziiglich ihrer Anre-
gung betrachtet werden kann, wird die F ~ x Analogie gewahlt.

Das ist also ein System, in dem die Kraft F die FlussgrofRe und

der Ort x die PotentialgrofRe darstellt. Das Newton‘sche Prinzip
Fu (t) = m- a(t) verkniipft dabei die Masse mit der wirkenden Kraft
und kann schlie3lich als Differenzialgleichung F., (t)=m - d? x(t)/
dt? beziiglich der Verschiebung x(t) dargestellt werden.

Im Ergebnis entstehen die fiir die Systemtheorie typischen Uber-
tragungsfunktionen, welche das Verhaltnis der Laplace-Trans-
formierten Y(s)/X(s) zwischen EingangsgroBe, hier x(t) und
AusgangsgroRe (Systemreaktion) y(t) beschreiben. Ubertragungs-
funktionen sind vom komplexen Parameter s = § + jw abhangig
und im sogenannten Frequenzbereich (oder auch Laplace-Raum)
definiert. Sie stehen im Zusammenhang mit der Laplace-Transfor-
mierten der zugehdrigen - im Zeitbereich definierten - linearen
Differentialgleichungen. Beispielsweise lieBe sich die obenge-

nannte DGL mithilfe der Laplace-Transformation durch eine line-

) (1)
to

are Gleichung, die nur noch von s abhangt, ausdriicken. Die An-

Anfangsbedingung

L d* t) | =s? t +d t
mmx() =s?-m s x(ty) &x()

fangsbedingungen sind in den meisten technischen Anwendungen
null, so dass die letzten Terme entfallen und das Berechnen zusatz-
lich vereinfachen. Diese Vorgehensweise verkiirzt die Berechnung
fiir komplexe Verschaltungen enorm, da ,,nur“ lineare Gleichungs-

systeme gelost werden miissen.

Die mechanischen Komponenten eines F ~ x Analogiesystems miis-
sen nun durch passende mathematische Zusammenhéange ausge-
driickt werden. Diese finden dann ihre Entsprechungen als elek-
trische Netzwerkelemente und kdnnen zu einem solchen Netzwerk
zusammengesetzt werden. Folgende Tabelle skizziert die Korres-

pondenzen:
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k Fa=k-x(t)

Kraft - Flussgrofe
F [:f] F=f(t) @L
———
F3
Weg [ ] ¥ PotentialgroRe
x=g(t)
x(t) S
Energie Winean = | F dx
Leitung Fdx
Precn = dt
Dampfer ¥ Entsprechend der Gleichung
d F
d Fosd —— x(0) __.\_‘LI}_
v(t) T
Masse _ SinngemaR entspricht das
4 mk Fo=-m- daz X(® @ einer gesteuerten Quelle
dt2
x
Feder &
*

Tabelle 2: Komponentenanalogien, Symbole und elektrische Analogie in der F~x Analogie

3.1 Ungedampfter Feder-Masse-Schwinger

Das einfachste Netzwerk eines Feder-Masse-Schwingers besteht
aus zwei Komponenten: dem Federelement mit der Federkon-
stanten k , beispielsweise einer Spiralfeder und der Masse m. Es
handelt sich hier also um ein System ohne Dampfung. Genauer
gesagt wird von einem ungedampften Feder-Masse-Schwinger
gesprochen. Obwohl an dieser Stelle eine Rechnung mit einfachen
physikalischen Grundkenntnissen moglich wére, soll hier die Me-
thode der elektromechanischen Analogien in Verbindung mit der

Netzwerkanalyse aufgezeigt werden.

m y(t), F(t)

a) Physikalisches Schema

Die Verbindungsstelle zwischen Feder und Masse wird als ,,(Super-)
Knoten“ (K) bezeichnet. Hier werden mindestens zwei Kréfte bilan-
ziert, so dass die Knotengleichung erfiillt ist. Im Knoten gleichen sich
die statische Gewichtskraft der Masse F; , eine dynamische Kraft F(t)
der Anregung sowie die Riickstellende Federkraft F; aus. Fiir die Ana-
lyse der Anordnung in Abbildung 3a werden nun zwei Ortskoordina-
ten eingefiihrt. Einmal am Knoten K. Hier entsteht die resultierende
Verschiebung y(t) der Masse - eigentlich des Knotens im Sinne eines
Knotenpotentials, mit positiver Zahlrichtung nach unten. Die zweite
Ortskoordinate x(t) startet an der festen Einspannung oben und zahlt
positiv nach unten. So kann eine Verschiebung der Halterung (oben)

oder eine wirksame Kraft an der Masse als Anregung dienen.

. K

F(t) Fg .
" y(t) ]
Fy,

b) mechanisches Netzwerk im System F~x

Abbildung 3: Feder-Masse-Schwinger, mit der Masse m und der Feder k. Die Quellen F(t) und x(t) regen das System an.



Ruhezustand
Die Berechnung des Ruhezustandes dient zur Abklarung der An-
fangswerte in Gleichung (1). Im vorliegenden Beispiel gilt fiir den

Ruhezustand t,=0, so dass

x(to) = X9 = —Yo (2)
y(te) =0 3)

gesetzt werden kann. Die y-Koordinate liegt dabei im Punkt K. Fiir
das Losen der Differentialgleichungen werden hier die Anfangs-
und Randbedingungen wie folgt definiert: x(t, ) = xo und y,= 0.

Fiir die FlussgrofRe im Ruhezustand gilt die folgende

Knotengleichung:

Fo+F. =0 @
m-g=k-x, (5)

Die Feder erzeugt in der Ruhelage eine Kraft Fi = k - xo, welche
der Gewichtskraft der Masse F; = -m - g entgegen wirkt. Der Wert
Xo= - Yo deutet an, dass die Feder aufgrund der Masse vorgespannt

wird. Die Konstante g = 9.81 m/s? bezeichnet die Erdbeschleuni-
gung.

In der Netzwerkanalyse gibt es Maschen, in denen sich die Summe
der PotentialgroRen ausgleicht, also };x; = 0 gilt. Die Potentialgro-
Ren x und y wechselwirken nun in der rechten Masche, siehe Abbil-

dung 3b, so dass aus dem Maschensatz

y(to) = —x, + X
0=_tey “
=——+x
k 0
= Xg = i @
0 k 4
die Lange x, der vorgespannten Feder folgt. Das negative Vorzei-
chen -x; entsteht dadurch, dass die Kraft entgegen der Zahlrich-

tung der Feder wirkt, vergleiche Tabelle 2.

Dynamische Analyse

Die dynamische Analyse entspricht im weitesten Sinne dem, was
in der Elektrotechnik unter dem Stichwort ,Kleinsignalanalyse*
verstanden wird. Im vorliegenden Fall bedeutet das, dass die Kraft
Fn = Fg + F(t) sich aus zwei Komponenten, dem Ruhezustand
(Arbeitspunkt) und der Anderung um diesen herum zusammen-
setzt. Fiir diese Analyse sind nur die AnderungsgréRen relevant.
Ublicherweise werden die Variablen und die Netzwerkelemente
Laplace-transformiert, so dass sich auch die Berechnungsvor-

schriften wie oben dargestellt andern, also d/dt g(t)—-s - G(s) usw.

(Fe+F(®)+F.—F®) =0

d? (8)
-m- (g + @y(t)> +k-((x +x(0) =y®) =0
Die Knotengleichung (4) lasst sich in einen statischen (xo, usw.) und
in einen dynamischen Anteil (y(t), (dx(t))/dt) zerlegen. Fiir die dy-
namische Analyse werden nur die zeitlich verdanderlichen GrofRen

betrachtet, so dass

dZ
mﬁy(t) +k-(y© —x@®))-Ft)=0 (9)

entsteht. Weiterhin folgt aus Gleichung (6), dass fiir die Federkraft
Fy= k- (y(t) - x(t)) gilt, die sowohl von der Wegdnderung in x(t)
als auch durch y(t) abhéngt. Die DGL zweiter Ordnung wird nun
durch die Anwendung der Laplace-Transformation in eine lineare,
einfach zu l6sende Gleichung liberfiihrt:

s2m-Y(s)+k-Y(s)=F(s)+ k- X(s). (10)

Je nach Anwendung ergeben sich nun zwei Ubertragungsfunktio-

nen. Die Bewegungsiibertragungsfunktion

R0
Bs) = X(S)k (11)

Ts2-m+k

fiir den Fall, dass die Halterung bewegt wird, also F(t) = 0, sowie die
Kraftiibertragungsfunktion

Z(s) = e ; (12)

mit X(s) = 0, entstehen jeweils durch Null-Setzen der entsprechen-

den Anregungskrafte.

Die Ubertragungsfunktionen in der Systemtheorie sind iiberwie-
gend rationalgebrochene Funktionen mit Null- und Polstellen.
Letztere fiihren zur Eigenkreisfrequenz w.;=J(k/m) des betrachte-

ten Systems, in dem der Nenner nullgesetzt wird.

3.2. Geddampfter Feder-Masse-Schwinger

Entsprechend der skizzierten Vorgehensweise iiber die Netzwerk-
analyse wird die Anordnung um ein weiteres Element erweitert.
Parallel zu Feder k wird ein Dampfer d vorgesehen, vergleiche dazu
Abbildung 4a. Technisch entspricht dies dem Beitrag der Reibung
innerhalb der Feder oder einem echten Dampferelement, wie zum
Beispiel in einem StoRdampfer.
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a) Physikalisches Schema b) mechanisches Netzwerk im System F~x

Abbildung 4: Feder-Masse-Schwinger, mit der Masse m, der Feder

k und der Dampfung d. Die Quellen F(t) und x(t) regen das System
an. : - Federk

Der Ruhezustand (Anfangsbedingungen) berechnet sich identisch

zu Abschnitt 3.1, so dass sofort mit der dynamischen Analyse be-

Knoten K
gonnen werden kann. Aus der Netzwerkanalyse, siehe Abbildung
4b geht die Knotengleichung
Y($)+k-Y(s)=F(s)+s-d-X(s)+k-X(s) (13)
Masse 1
hervor. Durch Nullsetzen der AnregungsgrofRen folgen
B(s) s-d+k (14)
s) =
s2-m+s-d+k
sowie Z(s) = —————— ’
(s) s2-m+s-d+k (15)
c) reales mech. System
als Ubertragungsfunktionen entsprechend. Die Analyse der Pol-
stellen durch Nullsetzen des Nenners, liefert zunachst Das skizzierte System hei8t auch ,harmonischer Oszillator“ und
k wird in vielen physikalischen und technischen Bereichen herange-
0=s%+ m s+ m (16)  zogen. Die Riicktransformation in den Zeitbereich ist komplex und
=52+ 28 + w3 wird hier nicht weiter besprochen. Im Fokus stehen die Aussagen,

die sich aufgrund der Analogiebetrachtung ziehen lassen.

mit & als Abkling- oder Dampfungskonstante. Die Losung der qua-

dratischen Gleichung liefert Praxisbeispiel
(17) Die Elch-Figur an einer Spiralfeder aus Abbildung 4c, ein klassi-
- _ ’ 2 _ 02
$12=-6% |8 Wo sches Spielzeug, soll als Praxisbeispiel einer schwachgedampften

=0 tjwg (18)  Schwingung dienen.
mit wg = wg -v1— D2 (19)

Abbildung 4 zeigt das System von der physikalischen Anordnung
Hier bezeichnet w, die Eigenkreisfrequenz, auch als Lehr'sche (Elch-Figur) Giber das mechanische Schema, bis zum ,.elektrischen*
Dampfung bezeichnet, welche vom Dampfungsmall D = §/w, ab- Netzwerk, der Analogiebetrachtung. Experimentell wurden die Pe-
hangt. Entsprechend der Gestalt von D ergeben sich verschiede- riodendauern mehrerer Schwingungen mit der Stoppuhr gemes-
ne Falle fiir die Dampfung: (i) D = 0, keine Dampfung; (ii) D = 1, sen und eine experimentelle Frequenz von fey, = 0.73 Hz bestimmt.
aperiodischer Grenzfall; (iii) 0 < D < 1 gedampfte Schwingung;  Sie beschreibt das gedampfte System. Die librigen Parameter wur-
(iv) D < 0 instabiles System, exponentielles Anwachsen der Ampli- den wie folgt ermittelt: m = 0.094 kg und k = 2 N/m. Die Dampfung

tude; (v) D > 1 Kriechfall. der Feder ist hier nur ein Schatzwert von d =~ 0.1 Ns/m.
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a) Physikalisches Schema
Abbildung 5: Amplituden- und Phasengang

Gemal der Netzwerkanalyse des ungedampften Federschwingers
lasst sich eine Eigenfrequenz von f > f.,, ableiten, das mit den
theoretischen Vorbetrachtungen konsistent ist. Im Falle der ge-
dampften Schwingung nahert sich die berechnete Frequenz f; = fex,
an. Die minimale Dampfung ist fiir solche Spielzeuge zu erwarten,
da sie bereits durch geringste Anregungen mit ihrer Eigenfrequenz

anfangen zu schwingen.

fo/Hz fu/Hz Jew/Hz

0,734 0,729 0,73

Tabelle 3: Frequenzen des Praxisbeispiels

Zur tiefergehenden Analyse solcher Systeme stehen zahlreiche Me-
thoden zur Verfiigung, die Aspekte wie Stabilitat, charakteristische
Frequenzen, Dampfung, Frequenzgang und mehr untersuchen.
Der Fokus liegt nachfolgend auf dem Amplituden- und Phasen-
gang des Systems bei Anregung der Halterung. Gesucht sind somit
A(w) = [B(jw)/ und ¢(w) = arg B(jw), wobei fiir die komplexe Va-
riable s = j2nf gilt.

Der Amplitudengang aus Abbildung 5a zeigt ein ausgepragtes Ma-
ximum von [B(j2nfs )| = 4.36 bei f4~0.73 Hz auf, das mit der Pol-
stelle aus Gleichung (17) korrespondiert. Dieser Wert gibt die Inten-
sitat der Reaktion auf eine geringe Anregung an der Halterung an.
Im Phasengang zeigt sich zudem eine signifikante Verschiebung,
im Frequenzbereich mit der Bedingung [B(s)/ > 1, siehe Abbildung
5b. Diese Anderung der Phasenlage beschreibt die Verschiebung
zwischen dem Ort y(t) und der Anregung x(t). Aus dem Verlauf von
Amplituden- und Phasengang lassen sich dariiber hinaus Riick-

schliisse auf die Systemstabilitat ziehen.

s 51

0.73

0
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b) mechanisches Netzwerk im System F~x

4. Zusammenfassung

Die Arbeit erldutert den Einsatz der Netzwerkanalyse zur Model-
lierung physikalischer Systeme mithilfe elektro-mechanischer
Analogien am Beispiel eines Feder-Masse-Schwingers. Diese Me-
thode wird in Disziplinen wie der Elektrotechnik, Mechanik und
Thermodynamik genutzt, um der wachsenden Komplexitat bei der
interdisziplindren Entwicklung von Produkten und Anwendungen
gerecht zu werden. Mit systemiibergreifenden Analysen konnen
bspw. Energiefliisse verbessert, Bauteile funktionsspezifisch aus-

gelegt oder Parameter optimiert werden.

Im Zentrum steht dabei das Konzept konzentrierter Elemente, wel-
che das Verhalten komplexer Strukturen durch idealisierte, punk-
tuelle Bauteile abbilden und zu Netzwerken kombiniert werden

konnen.

Ein Schwerpunkt liegt auf der Anwendung von Methoden aus der
Systemtheorie, welche das Verhalten des vorliegenden mecha-
nischen Systems - der Elch-Figur - beschreiben. Ebenso wurden
Ubertragungsfunktionen zur Analyse von Frequenzantworten er-
mittelt und systematisiert. Im Ergebnis passen die experimentell
ermittelten Werte der Eigenfrequenz und die rechnerisch ermit-
telten Werte zusammen, was den Nutzen dieser Methoden nach-

driicklich untermauert.
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